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Mð �¦u

1. Möc �½ch cõa �· t i luªn v«n

Möc �½ch cõa �· t i n y l :

− Nghi¶n cùu s¥u th¶m v· tù gi¡c ngo¤i ti¸p: C¡c �i·u ki»n v  t½nh ch§t
cõa tù gi¡c ngo¤i ti¸p th÷íng ½t �÷ñc tr¼nh b y trong c¡c s¡ch h¼nh
håc ð Vi»t nam, n¸u câ công ch¿ nâi �¸n �ành lþ Pithot, trong khi
t½nh ch§t cõa tù gi¡c nëi ti¸p �÷ñc giîi thi»u th÷íng xuy¶n. Ngo i
ra, cán câ lîp c¡c tù gi¡c �°c bi»t cõa tù gi¡c ngo¤i ti¸p câ nhi·u
ùng döng trong gi£i to¡n. Giîi thi»u v· tù gi¡c ngo¤i ti¸p còng c¡c
tr÷íng hñp �°c bi»t cõa nâ l  lþ do chån �· t i cõa tæi.

− Sau khi tr¼nh b y g¦n 20 �i·u ki»n c¦n v  �õ còng c¡c t½nh ch§t (công
l  c¡c �i·u ki»n c¦n v  �õ) cõa tù gi¡c ngo¤i ti¸p, c¡c �°c tr÷ng cõa
tù gi¡c c¡nh di·u v  cõa tù gi¡c song t¥m chóng tæi muèn kh¯ng �ành
sü phong phó v  s¥u sc cõa h¼nh håc sì c§p khi chóng ta bi¸t têng
hñp, khai th¡c c¡c kh½a c¤nh cõa kh¡i ni»m b¬ng c¡c cæng cö s®n câ.

− Bçi d÷ïng n«ng lüc d¤y c¡c chuy¶n �· khâ ð tr÷íng THCS v  THPT
gâp ph¦n � o t¤o håc sinh håc giäi mæn H¼nh håc.

2. Nëi dung cõa �· t i, nhúng v§n �· c¦n gi£i quy¸t

Tr¼nh b y c¡c �i·u ki»n c¦n v  �õ �º mët tù gi¡c lçi l  tù gi¡c ngo¤i
ti¸p. Sau �â x²t 2 tr÷íng hñp �°c bi»t cõa tù gi¡c ngo¤i ti¸p: Tù gi¡c
c¡nh di·u, tù gi¡c song t¥m v  c¡c t½nh ch§t cõa chóng. Ph¡t biºu v 
chùng minh mët sè h» thùc li¶n quan. Nëi dung luªn v«n chia l m 3
ch÷ìng:
Ch÷ìng 1. �ành lþ Pithot v  c¡c �i·u ki»n t÷ìng �÷ìng

Sau khi ph¡t biºu v  chùng minh ch°t ch³ ba �ành lþ cì b£n cõa tù
gi¡c ngo¤i ti¸p (tham kh£o v  bê sung chi ti¸t trong [1], [6]) luªn v«n
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tr¼nh b y c¡c �i·u ki»n c¦n v  �õ núa v· tù gi¡c ngo¤i ti¸p chia l m c¡c
d§u hi»u li¶n quan �¸n c¤nh, �÷íng ch²o, li¶n quan �¸n di»n t½ch, li¶n
quan �¸n c¡c �÷íng trán nëi ti¸p v  b ng ti¸p,... Ch÷ìng n y bao gçm:

1.1. Ba �ành lþ cì b£n v· tù gi¡c ngo¤i ti¸p
1.2. C¡c �i·u ki»n v· c¤nh v  �÷íng ch²o
1.3. C¡c �i·u ki»n li¶n quan �¸n bèn tam gi¡c
1.4. �°c tr÷ng v· gâc v  �÷íng trán.

Ch÷ìng 2. Tù gi¡c c¡nh di·u v  tù gi¡c song t¥m
�¥y l  hai tr÷íng hñp �°c bi»t cõa tù gi¡c ngo¤i ti¸p. Vîi nhúng gi£

thi¸t �°c bi»t ta thu �÷ñc c¡c d§u hi»u �°c tr÷ng cõa tù gi¡c c¡nh di·u
v  tù gi¡c song t¥m còng c¡c t½nh ch§t kh¡c. Ch÷ìng n y bao gçm c¡c
möc sau:

2.1. Tù gi¡c c¡nh di·u v  c¡c t½nh ch§t
2.2. Tù gi¡c song t¥m v  c¡c t½nh ch§t.

Ch÷ìng 3. C¡c v§n �· li¶n quan
B¶n c¤nh kh¡i ni»m tù gi¡c ngo¤i ti¸p vîi c¡c tr÷íng hñp �°c bi»t

cõa nâ câ r§t nhi·u c¡c v§n �· li¶n quan. Trong ch÷ìng n y ta �· cªp
�¸n c¡c kh¡i ni»m, t½nh ch§t hay �÷ñc sû döng trong gi£i to¡n, �â l :

3.1. �o¤n th¯ng ti¸p tuy¸n v  d¥y cung ti¸p xóc
3.2. Tù gi¡c ti¸p xóc
3.3. Tù gi¡c ngo¤i ti¸p v  ph²p nghàch �£o
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Ch÷ìng 1

�ành lþ Pithot v  c¡c �i·u ki»n

t÷ìng �÷ìng

1.1 Ba �ành lþ cì b£n v· tù gi¡c ngo¤i ti¸p

Ta nhc l¤i tù gi¡c ngo¤i ti¸p �÷íng trán l  tù gi¡c lçi m  t§t c£ c¡c
c¤nh �·u ti¸p xóc vîi mët �÷íng trán hay tù gi¡c ngo¤i ti¸p l  tçn t¤i
tçn t¤i mët �÷íng trán nëi ti¸p trong tù gi¡c. L÷u þ r¬ng �÷íng trán nëi
ti¸p �â l  duy nh§t. Trong to n bë luªn v«n chóng tæi s³ sû döng �tù
gi¡c ngo¤i ti¸p�' thay cho c¡ch nâi �tù gi¡c ngo¤i ti¸p mët �÷íng trán�.

D¹ th§y khæng ph£i måi tù gi¡c lçi �·u l  tù gi¡c ngo¤i ti¸p. Do �â,
muèn mët tù gi¡c ngo¤i ti¸p c¦n ph£i câ th¶m mët (ho°c mët sè) �i·u
ki»n n o �â, m  ta gåi l  ��i·u ki»n c¦n v  �õ �º mët tù gi¡c ngo¤i ti¸p�.
D§u hi»u nhªn bi¸t mët tù gi¡c ngo¤i ti¸p xu§t hi»n sîm v  �âng vai
trá quan trång l  �ành lþ Pithot. Henri Pithot (1695-1771) l  mët kÿ
s÷ ng÷íi Ph¡p �¢ cæng bè �i·u ki»n c¦n v  công l  �i·u ki»n �õ �º mët
tù gi¡c ngo¤i ti¸p ngay tø n«m 1725, ph²p chùng minh �¦u ti¶n �÷ñc
thüc hi»n bði nh  to¡n håc Thöy s¾ Jakob Steiner (1796-1863) v o n«m
1846.

�ành lþ 1.1 (Pithot). Tù gi¡c ABCD vîi c¡c c¤nh a, b, c, d ngo¤i ti¸p
�÷íng trán khi v  ch¿ khi AB + CD = BC +DA, tùc l 

a+ c = b+ d. (1.1)

Chùng minh. ([1]), Gi£ sû ABCD ngo¤i ti¸p �÷íng trán (I), c¡c ti¸p
�iºm thù tü tr¶n c¡c c¤nh AB,BC,CD,DA l  M,N,P,Q. Suy ra:
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AM = AQ, BM = BN , CN = CP,DP = DQ. Cëng v¸ vîi v¸ ta câ
AB + CD = BC +DA.

H¼nh 1.1: �ành lþ Pithot

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû tù gi¡c ABCD thäa m¢n AB + CD = BC +DA.
Khæng m§t t½nh ch§t têng qu¡t ta coi AB ≤ AD.
Do AB + CD = BC + DA n¶n BC ≤ DC. Khi �â tçn t¤i Q ∈ AD,
P ∈ DC sao cho AB = AQ v  CB = CP , suy ra DP = DQ. Tø �â,
c¡c tam gi¡c ABQ,CBP,DPQ l  nhúng tam gi¡c c¥n v  c¡c �÷íng
cao tø ba �¿nh A,C,D l  3 trung trüc cõa tam gi¡c BPQ, �çng quy t¤i
mët �iºm I. Ta câ I c¡ch �·u c¡c c¤nh AD,DC,CB,AB cõa tù gi¡c.
Vªy tçn t¤i �÷íng trán t¥m I ti¸p xóc vîi c¡c c¤nh tù gi¡c.

Chó þ. Ta cán câ k¸t qu£ m¤nh hìn �ành lþ Pithot v  công l  c¡ch
chùng minh kh¡c cõa ph¦n �£o �ành lþ Pithot: Gi£ sû ABCD l  mët
tù gi¡c tòy þ v  câ �÷íng trán ti¸p xóc vîi AB,AD,BC �çng thíi ct
c¤nh DC t¤i hai �iºm. Khi �â AB + DC ≥ AD + BC. D§u b¬ng x£y
ra khi ABCD l  tù gi¡c ngo¤i ti¸p.

Thªt vªy, kþ hi»u nh÷ H¼nh 1.2 th¼ b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh
trð th nh x+ y + z ≥ c+ d.

Ta nhc l¤i �ành lþ ph÷ìng t½ch : Cho �÷íng trán (O;R) v  �iºm M

cè �ành. Mët �÷íng th¯ng thay �êi qua M ct �÷íng trán t¤i hai �iºm
A v  B. Khi �â MA.MB = MO2 −R2 = d2 −R2.


